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مقدسͬ علͬ

۲۸ سوال − ششم تمرین

بازی دوگان — ۲۸ سوال
را آن دوگان سپس بنویسید. را رأسͬ پوشش کمینەسازی خطͬ برنامەی G = (L ∪ R, E) دوبخشͬ گراف ͷی برای

است. تطابق خطͬ برنامەی همان دوگان، چرا دهید توضیح و کنید حساب

vertex cover حداقل برای خطͬ برنامەی — ۱ گام

پوشش در را v «رأس یعنͬ xv = 1 که است این ایدەاش ͬ گذاریم. م xv ≥ 0 متغیر ͷی v ∈ L ∪ R رأس هر برای
ͬ گیریم م خطͬ relaxation اینجا است؛ xv ∈ {0, 1} صحیح، عدد صحیح نسخۀ (در ͬ گیریم. نم یعنͬ xv = 0 و ͬ گیریم» م

ͬ شود.) نم بیشتر ۱ از بهینه در چون است، کافͬ xv ≥ 0 فقط یا 0 ≤ xv ≤ 1 و
شود: انتخاب سرش ͷی حداقل باید یال هر باشد، vertex cover واقعاً انتخاب شده مجموعەی اینکه برای

∀ e = {u, v} ∈ E : xu + xv ≥ 1.

است: انتخاب شده رأس های (وزن) تعداد کمینەکردن هم هدف

min
∑

v∈L∪R

xv

s.t. xu + xv ≥ 1 ∀ {u, v} ∈ E,

xv ≥ 0 ∀ v ∈ L ∪R.

۱ رأس ها همه وزن این جا دیدیم؛ را فرم همین دقیقاً هم weighted vertex cover اسلاید (در ماست. primal همان این
است.)

دوگان ساخت — ۲ گام

ͬ نویسیم. م را دوگان ،LP دوگانگͬ قواعد طبق حالا
کلͬ: قاعدەی

ما: primal در
است؛ کمینەسازی نوع از هدف تابع ●

است؛ ثابت» عدد ≥ متغیر چند «مجموع شͺل به قید هر ●

۱



ͬ اند. نامنف متغیرها ●
دوگان: در پس

ͬ شود؛ م بیشینەسازی هدف تابع ●

ͬ آید؛ م دوگان متغیر ͷی قید هر برای ●

ͬ شوند. م تبدیل «≤» به و ͬ شوند م برعکس «≥» شͺل به دوگان قیود ●

xu + xv ≥ 1 قید ͷی یال هر برای primal در (چون ͬ گذاریم. م ye ≥ 0 متغیر ͷی e ∈ E یال هر برای دوگان. متغیر
داشتیم.)

ͬ شود: م دوگان هدف پس است؛ ۱ همەشان primal قیود راست سمت دوگان. هدف تابع

max
∑
e∈E

ye.

باشیم: داشته باید v رأس هر برای پس است. ۱ برابر هدف تابع در xv متغیر هر ضریب ،primal در دوگان. قیود
یعنͬ: باشد.» ۱ حداکثر ͬ رسند، م v به که یال هایی به مربوط دوگان متغیرهای «مجموع

∀ v ∈ L ∪R :
∑
e∋v

ye ≤ 1.

.ye ≥ 0 البته و
است: این کامل دوگان پس

max
∑
e∈E

ye

s.t.
∑
e∋v

ye ≤ 1 ∀ v ∈ L ∪R,

ye ≥ 0 ∀ e ∈ E.

است؟ matching همان دوگان چرا — ۳ گام

ͬ گوید: م چه دقیقاً برنامه این کنیم نگاه

یعنͬ ye = 0 اگر گرفتیم، را یال یعنͬ ye = 1 اگر کنیم. تعبیر تطابق» در e یال شدن «انتخاب ͬ توانیم م را ye متغیر .۱
نگرفتیم.

دقیقاً این شود. انتخاب ͬͺی حداکثر وصل اند، v به که یال هایی بین از یعنͬ: v رأس هر برای ∑e∋v ye ≤ 1 قید .۲
ندارند. مشترک سر انتخاب شدەای یال دو هیچ است: matching تعریف

ͬ کند. م بیشینه را تطابق اندازۀ هم ∑
ye هدف تابع .۳

است: (maximum matching) تطابق حداکثر خطͬ برنامەی دقیقاً دوگان، پس
max

∑
e∈E

ye

s.t.
∑
e∋v

ye ≤ 1 ∀ v,

ye ≥ 0.

۲



عدد صحیح نسخەی با و باشد کسری LPها این بهینەی جواب است ممͺن دو بخشͬ)، (غیر گراف کلͬ حالت در
جواب دو بخشͬ، تطابق چندوجهͬ خواص و König قضیەی خاطر به دوبخشͬ، گراف در ولͬ نباشد. ͬͺی صحیح

داریم: و ͬ شود م صحیح LP دو این بهینەی

vertex cover حداقل اندازەی = matching حداکثر .اندازەی

ͬ اند. ͺی مسئله ترکیبیاتͬ نسخەی با دو هر و (strong duality قوی (دوگانگͬ برابرند دوگان و primal بهینەی مقدار یعنͬ

روی متغیر (با تطابق حداکثر = دوگان رأس ها)؛ روی متغیر (با رأسͬ پوشش حداقل = primal یͷ خطͬ. جمع بندی
□ برابرند. مقدار دو این دو بخشͬ گراف در و یال ها)؛

۳


